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Re´sume´.
Le the´ore`me KAM garantit la stabilite´, sous l’effet de perturbations, de certains tores
invariants dans les syste`mes hamiltoniens. Cependant l’hypothe`se de non-de´ge´ne´rescence
de l’application des fre´quences, ne´cessaire a` l’application de ce the´ore`me, n’est pas directe-
ment ve´rifie´e en me´canique ce´leste. Cette difficulte´ conduit souvent a` des calculs fastidieux
et difficiles. Dans cette note, j’annonce des the´ore`mes de tores invariants qui e´vitent cette
hypothe`se et, par conse´quent, de tels calculs. Ces re´sultats permettent de re´pondre affir-
mativement a` la conjecture de Herman sur les tores invariants des symplectomorphismes
analytiques.
Abstract.
On the KAM theorem. The KAM theorem ensures the persistence, under pertur-
bations, of some special invariant tori in hamiltonian dynamical systems. However, the
non-degeneracy hypothesis of the frequency map, which is necessary to apply the theorem,
is not fullfiled in celestial mechanics. This problem gives rise to complicated and tedious
computations. I announce here invariant tori theorems which avoid this assumption and
therefore such computations. These results give a positive answer to Herman’s invariant
tori conjecture for analytic symplectomorphism.
1. Le the´ore`me KAM fournit un crite`re de persistence des tores invariants d’un syste`me
dynamique hamiltonien. Dans la version initiale de Kolmogorov, deux conditions e´taient
requises pour pouvoir appliquer le the´ore`me [6]. La premie`re – appele´e condition diophan-
tienne – porte sur la dynamique le long du tore invariant initial. La seconde – dite de
non-de´ge´ne´rescence isochronique – demande qu’une certaine application des pe´riodes soit
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un isomorphisme. Cette deuxie`me condition a e´te´ affaiblie par Ru¨ssmann, et on pensait
que son re´sultat e´tait optimal [10,11]. Nous verrons que ce n’est pas exactement le cas.
2. Commenc¸ons par rappeler le contexte du the´ore`me KAM, dans sa version re´elle ana-
lytique. Soit donc U un ouvert connexe de T ∗Rn = Rn × Rn muni des coordonne´es
q1, ..., qn, p1, ..., pn, ainsi que de sa structure symplectique habituelle ω =
∑n
i=1 dqi ∧ dpi.
Une fonction analytique re´elle
H : U −→ R
de´finit un syste`me dynamique Hamiltonien donne´ par les e´quations de Hamilton :
q˙i = ∂piH, p˙i = −∂qiH.
Ce syste`me dynamique est appele´ Liouville-inte´grable, ou tout simplement inte´grable, s’il
existe des fonctions analytiques f1, ..., fn dont les crochets de Poisson s’annulent deux a`
deux, et si les fibres de l’application moment :
f = (f1, ..., fn) : U −→ Rn
sont de dimension n. Si l’application moment est propre et lisse, les flots des fi induisent
une structure localement affine sur les fibres de cette application f , ce sont donc des
tores. Dans ce cas, le the´ore`me d’existence des coordonne´es actions-angles affirme que
l’on peut line´ariser localement l’application moment et la dynamique par un changement
de variables symplectique : quitte a` se restreindre a` un voisinage suffisamment petit d’un
tore, on peut trouver des coordonne´es ϕi ∈ (R/2piZ), Ii ∈ R, i = 1, . . . , n, dans lesquelles
(i) U est un voisinage de la section nulle du fibre´ cotangent T ∗(S1)n = {(ϕ, I)} de´finit
comme pre´image par f d’un voisinage de l’origine ;
(ii) fi(ϕ, I) = Ii et ω =
n∑
i=1
dϕi ∧ dIi ;
ou` l’on a pose´ ϕ = (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn) et I = (I1, I2, . . . , In). La fonction H commute avec
les fi, elle ne de´pend donc que de la valeur de I et pas de celle de ϕ. Dans ces nouvelles
coordonne´es, les e´quations de Hamilton s’e´crivent sous la forme :
ϕ˙i = ∂IiH, I˙i = 0.
Le flot de H est alors line´aire sur les fibres de l’application f [1,8]. Un tel syste`me dyna-
mique sur le tore est appele´ quasi-pe´riodique. Dans les coordonne´es ϕ, I, il est de´termine´
par le vecteur vitesse des trajectoires, appele´ le vecteur des fre´quences. Pour un syste`me
inte´grable propre, on de´finit ainsi l’application des fre´quences
F : U −→ Rn,
constante sur les fibres de f , et qui associe a` chaque tore le vecteur de fre´quences corres-
pondant. Dans les coordonne´es actions-angles, l’application F est simplement le gradient
de l’application H , comme le montrent les e´quations de Hamilton.
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3.Nous dirons qu’un vecteur ω = (ω1, ..., ωn) ∈ Rn est diophantien s’il existe des constantes
(C, τ) telles que :
∀i ∈ Zn \ {0}, |(ω, i)| ≥ C‖i‖τ .
Un tore KAM d’un syste`me hamiltonien est un tore invariant sur lequel la dynamique
est quasi-pe´riodique de fre´quence diophantienne. Le the´ore`me KAM affirme que pour
des perturbations suffisamment petites d’un syste`me inte´grable propre et lisse, il existe
un ensemble de mesure non vide, re´union de tores KAM, pourvu que l’application des
pe´riodes soit de rang maximal. Cette dernie`re condition est appele´e la non-de´ge´ne´rescence
isochoronique. Dans la pratique, les syme´tries impose´es par la physique entraˆınent que les
syste`mes hamiltoniens peuvent eˆtre fortement de´ge´ne´re´s, comme c’est le cas en me´canique
ce´leste. La transformation du syste`me en un syste`me non-de´ge´ne´re´ ne´cessite des calculs et
des artifices complique´s, y compris pour le proble`me des trois corps restreint [2]. Pour ces
raisons, plusieurs tentatives ont e´te´ faites pour affaiblir l’hypothe`se de non-de´ge´ne´rescence.
Le re´sultat le plus aboutit, dans cette direction, est celui de Ru¨ssmann, qui a montre´ un
the´ore`me de tores invariants sous l’hypothe`se que l’image de l’application des fre´quences
n’est pas contenue dans un hyperplan [10].
4. Reprenant une construction de Katok, Sevryuk a montre´ que la condition de Ru¨ssmann
ne pouvait eˆtre e´vite´e [5,12]. Il existe cependant de nombreux tores invariants meˆme dans
les cas de´ge´ne´re´s, comme le montre le re´sultat suivant :
The´ore`me 1 Le voisinage d’un tore KAM d’un syste`me dynamique hamiltonien analy-
tique posse`de un ensemble de mesure positive de tores KAM. De plus, la densite´ de cet
ensemble est e´gale a` un au voisinage de chaque tore KAM.
Rappelons que la densite´ d’un ensemble mesurable Ω ⊂ Rn en un point x ∈ Rn, lorsqu’elle
existe, est de´finie par la formule
lim
r−→0
Vol (B(x, r) ∩ Ω)
Vol (B(x, r))
ou` Vol (−) de´signe la mesure de Lebesgue et B(x, r) la boule de centre x et de rayon r.
Herman avait demande´ si un syste`me hamiltonien peut posse´der des tores KAM isole´s, ce
the´ore`me montre que c’est impossible.
On peut aller plus loin : le meˆme re´sultat reste valable lorsque l’on introduit des pa-
rame`tres. Ainsi, contrairement a` ce que l’on pourrait penser, toute perturbation d’un
syste`me inte´grable posse`de de nombreux tores KAM, meˆme lorsque l’hypothe`se de non-
de´ge´ne´rescence de Ru¨ssmann n’est pas ve´rifie´e.
5. Le dernier re´sultat que je viens d’e´voquer peut sembler en contradiction avec les
exemples de Katok et Sevryuk. Conside´rons, avec ces auteurs, le cas deux oscillateurs
harmoniques couple´s sans interactions H = I1 +
√
2I2. Choisissons une approximation
rationnelle p/q de
√
2 et posons
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H ′ = H + (
p
q
−
√
2)I2 + cos(pϕ1 − qϕ2).
Le nouveau syste`me hamiltonien H ′ posse`de alors deux inte´grales premie`res cos(pϕ1 −
qϕ2), qI1+ pI2, dont les niveaux de´finissent des cylindres. On ve´rifie que presque tous les
mouvements de´crivent des he´lices trace´es sur ces cylindres. Celles-ci sont non-borne´es, elles
ne peuvent donc eˆtre confine´es sur des tores. En prenant des approximations rationnelles
de plus en plus pre´cises de
√
2, on construit ainsi des hamiltoniens arbitrairement proche
deH , sans aucun tore invariant. Cette construction semble manifestement en contradiction
avec la persistance des tores invariants, que nous avons vue au n˚ pre´ce´dent.
Pour e´claircir ce paradoxe apparent, conside´rons la famille de´pendant du parame`tre t ∈ [0, 1]
de´finie par
Ht = H + t(
p
q
−
√
2)I2 + cos(pϕ1 − qϕ2).
La variante a` parame`tre du the´ore`me sus-cite´ montre que Ht posse`de de nombreux tores
KAM pour presque tout t suffisamment petit, mais ce the´ore`me n’est plus valable pour la
valeur t = 1. Ce qui montre qu’il n’y pas de contradiction.
On trouve, donc dans l’e´tude des syste`mes hamiltoniens, un phe´nome`ne qui n’existe pas
pour les singularite´s d’applications ou` la stabilite´ homotopique est e´quivalente a` la stabi-
lite´ [7].
On voit, sur cet exemple, que les conditions de non-de´ge´ne´rescence s’interpreˆtent comme
des conditions d’uniformite´ sur la taille des voisinages, en fonctions de perturbations.
Pour de nombreux proble`mes de physique mathe´matique, la perturbation est fixe´e par le
contexte, il n’y a alors pas lieu de rechercher une telle uniformite´.
6. Passons a` pre´sent, a` l’e´tude des de´ge´ne´rescences des tores KAM. Pour cela , conside´rons
a` nouveau la varie´te´ symplectique R2n, munie de coordonne´es q = (q1, ..., qn), p =
(p1, ..., pn) et de la forme symplectique
∑n
i=1 dqi ∧ dpi. Rappelons qu’un point critique
d’un hamiltonien est elliptique si le flot de sa partie quadratique est un sous-groupe a` un
parame`tre de rotations. Il est dit diophantien si la vitesse angulaire de cette famille de
rotations, i.e. l’e´le´ment de l’alge`bre de Lie qui lui correspond, de´finit un vecteur diophan-
tien.
The´ore`me 2 Le voisinage d’un point critique elliptique diophantien posse`de un ensemble
de mesure positive de tores KAM. De plus, la densite´ de ces tores tend vers un lorsque
l’on approche le point critique.
Ce the´ore`me, qui re´pond e´galement a` une question de Herman, est en fait un re´sultat
de type KAM. En effet, on peut de´montrer que le point critique est l’unique point re´el
d’une varie´te´ lagrangienne complexe singulie`re, invariante par le flot de H . Les tores KAM
forment donc une famille qui de´ge´ne`re en une varie´te´ lagrangienne singulie`re. Inversement,
l’existence d’une telle varie´te´ lagrangienne entraˆıne, comme dans le the´ore`me KAM clas-
sique, l’existence d’un ensemble de mesure positive de telles varie´te´s.
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Ce deuxie`me the´ore`me admet une variante au voisinage d’une orbite pe´riodique. Ainsi, en
interpre´tant tout symplectomorphisme, comme l’application de premier retour de Poincare´
d’un champ de vecteur hamiltonien non-autonome, on re´sout la conjecture de Herman
a` savoir que : tout symplectomorphisme analytique posse`de au voisinage d’un point fixe
elliptique diophantien, un ensemble de mesure positive de tores invariants [4].
7. Pour terminer, signalons que la condition diophantienne, peut-eˆtre conside´rablement
affaiblie. Pour chaque vecteur α ∈ Rn, de´finissons la suite
σ(α)n := inf{|(α, i)| : i ∈ Zn, ‖i‖ ≤ 2n}
ou` (·, ·) de´signe le produit scalaire et | · | la valeur absolue. Les the´ore`mes de tores inva-
riants, annonce´s dans cette note, restent valable pourvu que la suite σ(a) ve´rifie la condi-
tion arithme´tique de Bruno [3]. De ce point de vue, un vecteur diophantien de´finit une
suite ge´ome´trique, dont la de´croissance est tre`s lente compare´e a` des suites a` de´croissance
exponentielle. Dans le cas ge´ne´ral, les tores invariants forment alors une famille C∞ tandis
que, dans le cas diophantien, elles forment meˆme une famille Gevrey, comme cela avait
de´ja` e´te´ montre´ par Popov pour le the´ore`me classique [9].
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